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頻率領域平面 2維問題 

 

    實際海上，波浪受結構物存在影響會產生反射及繞射現象，受海底地形

變化影響會產生折射現象。在水深一定海域，波浪只有散射，無折射現象產

生，對一定水深海域直線防波堤或其他規則形狀結構物可用特殊函數加以解

析，對實際呈複雜形狀港池水域，波變形、盪漾現象，或任意形狀島堤對波

繞射現象少有理論解析法，邊界元素法對上述各種問題解析非常有效。 

    首先說明利用邊界元素法平面2維問題離散化，以解析水深一定海域

中，數個任意斷面形狀直立柱體存在引起波變形，及作用於柱體波力問題。

推展至港池水面波動問題，實際港內水深，基於船舶航行安全，會作定期浚

深，將港內水深視為等水深，在工程上屬合理近似，港外水深以實際水深為

宜，進行初步規劃工作時，將港外水深視為與港內水深相等，了解港池水面

是否會產生共振現象或概估港內波高分佈，利用邊界元素法是非常簡單、符

合快速和經濟的數值分析方法。 

    本文以無限開放海域數個柱狀體存在，引起包含柱狀體間相互干擾的繞

射問題為例，說明分析步驟。 

 

1.  理想流體微小振幅波運動 

 

    設定流體為非粘性非壓縮性理想流體，在一定水深h海域靜水面取座標原

點o，水平面取x、y軸，垂直向上方向取z軸，時間及重力加速度以t及g表示，

入射波為振幅 o 、週頻率σ(=2π/T；T為波週期)的簡諧波，流體運動的微小

振幅波速度勢Φ(x,y,z；t)可以下式表示。 

(x,y,z;t)= ( , , ) i tog
x y z e 




−  

⑴  支配方程式 

    勢函數φ(x,y,z)應為滿足下列 Laplace方程式的函數 
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⑵  靜水面邊界條件 

    靜水面上，由於運動學條件及大氣壓力一定的條件，可得下列                                                     

            ( )
2

0z
z g

 



= =

           

⑶  固定不透水任意地形海底邊界條件 

    固定不透水任意地形海底，由於流體在法線方向流速為零，得 

            / 0n  =    n：向外法線方向 

http://www.港灣海岸工程手冊.tw/OceanData/0_wave%20%20classification/pdf/0.11_small%20amplitude%20wave.pdf
http://www.港灣海岸工程手冊.tw/OceanData/0_wave%20%20classification/pdf/0.129_%E9%9D%9C%E6%B0%B4%E9%9D%A2%E7%B7%9A%E5%BD%A2%E9%81%8B%E5%8B%95%E9%82%8A%E7%95%8C%E6%A2%9D%E4%BB%B6.pdf
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⑷  固定柱狀體不透水面邊界條件 

    固定柱狀體不透水面，由於流體在法線方向流速為零，得 

            / 0n  =    n：向外法線方向 

⑸  假想邊界條件                                  

守恆原則下，在任意假想位置的邊界條件有2: 

①  假想邊界兩側的流體運動引起的能量流束必須連續，即兩側流體作用於假想 

    邊界面的壓力必須相等，壓力可依壓力方程式計算。 

②  假想邊界兩側的流體運動引起的質量流束必須連續，即兩側流 

體通過假想邊界面的流量(兩側等水深時為流速)必須相等。 

    依上述2條件可推導出任意假想位置的邊界條件。 

⑹  無限遠處輻射條件 

  無限遠處2維Sommerfeld輻射條件如下 

          
  

= 
 

1

x c t
，或 





= 


i k

x
   ，  x→∞              

⑺  消波岸壁邊界條件 

    防波堤或岸壁具有任意反射率
rK 時，消能係數 可以下式定義 

21 rK = −                                          

  得下列消波防波堤或岸壁上 與 間的關係 

             ik =                                         

    反射率等於1時，消能係數 等於0，表示岸壁無消能效果。 

⑻  考量摩擦效應不透水海底邊界條件 

若海底面具有摩擦效應，摩擦係數為
f

 時， 與 間的關係為 

fi  =                                        

   必須依實驗決定，不考量海底摩擦時，
f

 等於0。 

 

2.  等水深開放外海領域的入射波f0(x,y)及繞射波勢函數f(x ,y) 

 

    設定外海領域水深為一定h的條件，可利用變數分離法將勢函數φ(x,y,z)

分離成為，依靜水面邊界條件決定的與水深z有關的已知函數，及與平面位置

(x,y)有關的未知函數。即勢函數 (x,y,z)可以下式表示 

           
0

cosh ( )
( x, y, z) = ( , ) ( , )

cosh

+
+  

k z h
f x y f x y

kh


          (1)         

( , )of x y 及f(x,y)分別表示入射波及繞射波，k為下列方程式之根 

           

2

tanhkh kh
g


=                                        

若入射波f0(x,y)為與x軸呈ω角度入射的餘弦波，水面波形ζi(x,y；t)可以下

http://www.港灣海岸工程手冊.tw/OceanData/3_wave%20equation/pdf/3.8_Bernoulli%60s%20equation.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Sommerfeld_radiation_condition
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%88%86%E9%9B%A2%E8%AE%8A%E6%95%B8%E6%B3%95
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式表示 

 0( , ; ) cos ( cos sin )i x y t k x y t    = + +                     

則入射波勢函數f0(x,y)應為 

              0( , ) exp ( cos sin )f x y i ik x y = − − +         

 

3. 等水深開放海域存在複數柱狀體引起波干擾 

 

 
    如上圖，等水深h的開放海域，複數柱狀體存在，波運動如上所述，為滿

足Laplace方程式的理想流體微小振幅波運動。應用邊界元素法解析時，必要

確認邊界上的邊界條件，由於海域為無限開放海域，首先畫定解析海域如下

圖，由無限遠處的假想邊界及各柱狀體邊界Dp(p=1,2….P)構成封閉領域Ω，

積分方向為逆時針。 

 

 

    積分路徑如上圖，可從無限遠處假想邊界任意1點開始，向某1柱狀體設假

想積分路，再沿柱狀體邊界積分後，再設假想積分路回無限遠處假想邊界，對

其他柱狀體以此類推，當柱狀體與無限遠處假想邊界的積分路徑無限接近時，

其積分會相互抵消。另外在無限遠處假想邊界繞射波勢函數f(x ,y)會趨近於

0，因此可忽略之，得到如下圖所示各柱狀體邊界積分。原本各柱狀體邊界的

積分方向為順時針，法線方向以向內為正。為配合一般法線方向以向外為正，
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將積分方向變為為逆時針，不會影響邊界積分方程式。 

 

 

f(x,y)應為滿足下列Helmholtz方程式的未知函數 

        

2 2
2

2 2
0

 
+ + =

 

f f
k f

x y                                  

依 Helmholtz方程式基本解應用所述，對 f(x,y)的基本解應為

(1)

0

1
- H (Kr)
4 。將

各邊界面 Dp以 np個一定元素加以離散，依邊界積分方程式應用於 Helmholtz方

程式所述(為說明重複記述)，邊界面上 f與其法線方向導函數 f (=f/n)的關係

式如下 

      
__

=F K F                                            (2) 

        
1−=K H G  

        

__ __

1 2
,=       =       = + +    +  jj p

F f F f j n n n
                                         

        1

2

 


= = 
+ =



ij

ij

ij

H i j

H H
H i j

                                 

        ijG G=  

                                             

ijH 及 ijG 數值計算如下 

 

i≠j時                                                               

http://www.港灣海岸工程手冊.tw/bem_html/bem/bem_2.5.pdf
http://www.港灣海岸工程手冊.tw/bem_html/bem/bem_3.1.pdf
http://www.港灣海岸工程手冊.tw/bem_html/bem/bem_7.1.pdf
http://www.港灣海岸工程手冊.tw/bem_html/bem/bem_7.1.pdf
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(1)

0

(1)

1

(1)

1

(1)

1

(1)

1

1
( )

4

( )
4

( )
4

( )
4

( )
4

j

ij

j

j

j

j i j i

j j

H H kr d
n

i r
kH kr

n

i r x r y
kH kr

x n y n

i r x r y
kH kr

x s y s

x x y yi
kH kr y x

r r



  
= −  

  


  



    
= +  

    

    
= −   

    

− − 
  −  

 



                       

(1) (1)

0 0

1 1
( ) ( )

4 4j

ij jG H kr d H kr


 
= −   −   

                       

s表示切線 

             

( ) ( )1 1 1 1

2 2 2 2

1 1
,

2 2

( ) ( ) , ( ) ( )

+ − + −


 = −  = − 


= − + −  =  + 


j j j j j j

j i j i j j j

x x x y y y

r x x y y x y
  

i＝j時 

 

   由於kr→0時， (1)

1

2 1
( )H kr i

kr
→ −  ，故 

(1)

0

(1)

1
0

0

0

1
( )

4

lim ( )
4

1 1
lim

2

1 1
lim ,( )

2

j
ij

j
r

j i j i

j
r

j i j i

j i
r

H H kr d
n

i r
kH kr

n

x x y yy x

r r s r s

x x y yy x
s

r r s r s







→

→

→

  
= −  

  

 
 −   

 

− −  
=   − 

  

− −  
        −       =  

  



 

 

將 , , /j i j ix x y y x s− −   及 /y s  對 s 作Taylor展開，因i＝j時,r→O，即表示 

s →O，得 
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( )

( )

1 1

2 2

1

4





=   −

= − 

ii i ss s ss s i

ss s ss s ii

H y x x y

y x x y
                             

kr→0時， ( )( )(1)

0

2
( ) 1 ln / 2 


→ + +H kr i kr ，對元素取平均值，得  

 

/2

0

2 2
1 ln

2

1
1 ln

2 2

i

ii i

i

i
i

kr
G i dr

k
i









   
= + +       

 
= − + −   

 



                       

    γ＝0.577216……（Euler常數） 

 

由於柱體設定為不透水性，各閉曲線Dp上之法線方向流速應為0，即 

             0
n


=


                                            

將(1)式代入上式得 

            

0
f f

n n

 
= −

   
                                          

將上式代入(2)式得 

            
__

0= −F K F   
由於 0F 表示 nf0  矩陣為已知值，上式可求得各閉曲線上f值。海域內任意1

點之f(x,y)值可由下式求得， 
* *

__

1 1 1 1

( , )


= = = =

= −   
p pn np p

xjj xj j
p j p j

f x y f G f H

 
__ 

=


j

j

f
f

n  

計算Gxj及 xjH


時，只須將上述 ijH 及 ijG 值中的i點座標以(x,y)點座標取代即可。 

海域內任意1點繞射係數KD可以下式決定 

            0
| ( , ) ( , ) |= +

D
K f x y f x y   

作用於各柱體合壓力在x，y之正方向分力,可由下式計算 

           

2

02
10

( , ) ( , )−

=

 = − +  
pn

i tx

j j j j j
j

F h
i e f x y f x y y

g h g

 

   

           

2

02
10

( , ) ( , )−

=

 = − +  
pn

y i t

j j j j j
j

F h
i e f x y f x y x

g h g

 

   
 

 

回分類索引   回海洋工作站 

https://zh.wikipedia.org/zh-tw/%E6%AD%90%E6%8B%89-%E9%A6%AC%E6%96%AF%E5%88%BB%E8%8B%A5%E5%B0%BC%E5%B8%B8%E6%95%B8
http://www.港灣海岸工程手冊.tw/OceanData/index_class/thesaurus.pdf
http://www.港灣海岸工程手冊.tw/index.html

